Funzione esponenziale e logaritmica

La funzione esponenziale

Le funzioni esponenziale e logaritmica permettono di descrivere e risolvere una gran quantita di
problemi quali la crescita di una popolazione, di animali o di batteri, decadimento radioattivo, la
crescita di un capitale ad interesse composto, 1‘intensita di un terremoto.

Consideriamo due esempi di funzioni: f(z)=2* e g(z)==

Le due funzioni sono diverse: nella f l‘argomento é all‘esponente, mentre nella g l‘argomento é
alla base. La funzione g é la funzione quadratica che hai gia studiato, mentre la funzione f rap-
presenta un nuovo tipo di funzioni, la funzione esponenziale.

Un esempio di funzione esponenziale importante riguarda la crescita del numero di batteri pre-
senti in una certa coltura.

Esempio

Un biologo ha scoperto che il numero di batteri N presenti in una coltura raddoppia ogni 20
minuti e dopo t ore soddisfa ’equazione: N = 50 - 23

Quanti batteri sono presenti all’inizio del processo?
Quanti batteri sono presenti dopo 7 ore?

Quanti batteri sono presenti dopo 3 ore e 25 minuti?
Rappresenta la funzione

Stima utilizzando il grafico dopo quanto tempo saranno presenti 5500 batteri. Cerca poi di cal-
colare un valore piu preciso.

Con lo studio della funzione esponenziale potremo dapprima risolvere l‘equazione graficamente e

poi anche algebricamente.

Definizione:

La funzione esponenziale é la funzione exp,: R— R , x — y =a” con a numero reale, a >0, a#1

Nota 1che la base della funzione esponenziale € positiva, altrimenti avremmo ad esempio il caso
(—2)2), e che la base ¢ diversa da 0 e da 1.

Esercizio: rappresenta graficamente, su un foglio quadrettato o sul foglio elettronico, le funzioni
f e g nel piano cartesiano.

(Rifletti prima di iniziare: in quale parte del piano cartesiano si trovera il grafico? Quali valori
di x scegli per rappresentare la funzione?)

fry=2" g:y=(3)°

La differenza nei due casi é data dalla base: nel primo caso é maggiore di 1, nel secondo é com-
presa tra 0 e 1. Cosa puoi osservare sui grafici delle due funzioni? E sulle differenze tra i due
grafici?

In generale il grafico della funzione esponenziale exp,: R— R, x+— y=a® ¢& uno dei seguenti
casi:



Funzione y=2 *

Osservazioni

1l grafico della funzione passa sempre per (0;1). Perché?
L’insieme di definizione & R; quello delle immagini R*|{0}
Se la base ¢ compresa tra 0 e 1, all’aumentare di x il valore della funzione diminuisce; se il valore

della base é maggiore di 1 aumenta.

Esercizi
1. Rappresenta graficamente le seguenti funzioni (se possibile, usa il foglio elettronico):
Hrx—y=3" i)z y=3"+1 iii)z— y=23"11
vz y=2-3* v)z—y=32 vi)zrry=3"7
T
Vi) 2+ y = (i) Viii) 2y y =272
2. Considera la funzione expz: R— R, z+»y=3"

1

i) leggi sul grafico e calcola l‘immagine tramite exps di z = %, T= %, rT=—g;

ii) leggi sul grafico 1‘argomento corrispondente a y=1,y =10,y = %



ALCUNI ESEMPI
La crescita di popolazioni (di persone, animali, insetti o batteri).

Un modo ragionevole per misurare il tasso di crescita di una popolazione é quello di considerare
il tempo che la popolazione impiega per raddoppiare. Questo modello €& spesso usato su tempi
t

brevi e viene descritto con la formula P = Py - 2¢ dove P ¢ la popolazione al tempo ¢, Py é la
popolazione iniziale (al tempo t=0) e d ¢ il tempo di raddoppio.

A) Tl messico ha un apopolazione attorno ai 100 milioni di persone ed ¢é stato stimato che la sua
popolazione raddoppia in 21 anni. Se la popolazione cresce con lo stesso tasso, quale sara la
popolazione tra 15 anni? E tra 30 anni?

b) 1l batterio Escherichia Coli (E. Coli) si trova nell’intestino di parecchi mammiferi. In un par-
ticolare esperimento di laboratorio si é determinato che il tempo di raddoppio per il batterio é di
25 minuti. Se ’esperimento inizia con una popolazione di 1000 batteri e il tempo di raddoppio
non cambia, quanti batteri ci sono dopo 10 minuti? E dopo 5 ore?

c) Interesse composto

Se si depositano 1000 CHF al tasso d’interesse composto semestrale del 2%, quale montante si
avra a disposizione dopo 5 anni?

Equazioni esponenziali

Definizione:

si chiama equazione esponenziale I'uguaglianza di due funzioni delle quali almeno una sia espo-
nenziale (I’incognita compare nell’esponente di qualche potenza)

A) Se i due membri dell’equazione sono, o si possono mettere, sotto la forma di due potenze di
base diversa, per risolvere I’equazione sard necessaria l’applicazione dei logaritmi (vedi punto 7).

B) Se i due membri dell’equazione sono, o si possono mettere, sotto la forma di due potenze
aventi la stessa base, la risoluzione dell’equazione risulta semplice; dall’'uguaglianza tra le
potenze si puo infatti passare all’'uguaglianza tra gli esponenti, ottenendo un’equazione equiva-
lente alla data

Esempi: 37=81 7%¢-8=497+2 22 1=

Risolvi tali equazioni con i semplici strumenti che conosci: i grafici di funzione e le proprieta
delle potenze. Il seguente teorema ti permettera di procedere correttamente

Teorema 1.
se x1 # x5 allora a®! #a®2
se a® £ a”* allora 1 #22 (a>0,a#1)

Dunque a/® =a"®) = f(z)=h(z)

Esempiol: per le proprieta delle potenze e per il teorema sopra

3=81 & 3=3' & r=4



Esempio 2: per le proprieta delle potenze e per il teorema sopra

TS = 49Tt o 75 S = (12)PH2 o 7 8=t g 5r 8=2r 146 x=

Esempio 3: risoluzione grafica di 22 —1==x

Risoluzione di2 *-1=x

X

1
o

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, -

Dunque le soluzioni sono: 1 =0¢e¢ z2=1

Esercizi: risolvi algebricamente le seguenti equazioni

a)4* =8 b)(3) =16 Yo =L
_ 1
d)67~® =62 +! e)1=32%" N — =
6—x
16 —8=0 R (+) =5 i) =32
9) () )
1)396:% m)7%+3 =343 n)27% =1 =92 =3
1 -z _ +1 _
0) 367 6= - p)81—-3-2=0 )9%-271 .38 =81
r) 72 =343 |s) 3“1?;g 277+2 =243 | 1) 716 =8
Soluzioni:

a) 3/2; b) ~4; ) -15/2; d) 2; ) 0; f) -7; g) 3; h) 7 i) ~15;

1) -1, m) 0; n) 3; 0) -2; p) 4; q) 1/6;1) 5/2,-2;5) -3/8; t) 9/2, -1.

I logaritmi

Consideriamo la funzione exps: R— R, x+> y =27

log2(32) = & 25=32 loga(16) =
log2(8) = & log(4) =
loga(2) = & logs(1) =



Esempi:

10g3(27) = 10g5(125) =
logz(49) = log12(144) =
log1(8) = logs> =

2 27

In generale:

y=a* & x=log,y

Esercizi

Calcola i seguenti logaritmi:

a) logs243=d) log1p10°000= g) log3s9~%5=
b) logi8= e) loggé = h) logs43=
2

¢) logioV/10= f) logip144= i) logs125v/5 =

Determina la base x sapendo che:

a) log,25=2 c¢) logz% =2 e) logwﬁ =-3
b) log;243=5 d) logw% =-2

Determina x sapendo che:

a) logegz=2 c) logr=— g e) logr(2z—7)=0
b) logsz=2 d) logox=0 f) logsgz=—7

Soluzioni:
1. a) 5;b) -3;¢) ; d) 45 e) -3; f) 2; g) —1; h) 6; i) 7/2;
2. a) 5;b) 3; ¢) 3/2; d) 4; e) 10;

1
1000

1

3. a) 36; b) 9; ¢) 2187

[F0407]0,0316; d) 1; e) 4; f) [F0407]0,000457.

La funzione logaritmica

Definizione

La funzione logaritmo é la funzione inversa della funzione esponenziale:

log,: R [{0} =R

se e solo se  z=a¥ e a & un numero reale positivo diverso da 1.
x> y=log,(x)



Esercizio: rappresenta graficamente le funzioni f(z) =logz(z) e g(z) zlog% (z)

Anche per la funzione logaritmo possiamo distinguere due casi, in base al valore di a:

Logaritmo con a>1

Logaritmo con O<a<1

Osservazioni

Diog=RT{0} Imiy=R

Non esiste il logaritmo di un numero negativo, né quello di zero.

La base della funzione logaritmica é sempre strettamente positiva e diversa da 1.
Se0<a<1exp,elog, sono monotone decrescenti; se a > 1 sono monotone crescenti.

a*=y & z=log.y

Osservazione

1l grafico della funzione logaritmo é simmetrico rispetto all‘asse di equazione y = x, al grafico
della corrispondente funzione esponenziale. Di conseguenza, siccome la funzione esponenziale
descrive una crescita o un decadimento molto marcato, quella logaritmica rappresenta una cre-
scita o un decadimento smorzato.



Logaritmo ed esponenziale con a>1

Esercizio: rappresenta le funzioni seguenti.
y=logs(z); y=logs(—z); y=logs(z—2); y=logs(z)—2
Osservazione sul logaritmo in base 10 e sul logaritmo naturale

Tra tutti gli infiniti sistemi di logaritmi assumono grande importanza quello di base 10, che
viene comunemente chiamato dei logaritmi di Briggs, o decimali, e quello in base e (con la let-
tera e viene indicato un particolare numero irrazionale che ricorre assai spesso nelle matematiche
superiori e nello studio teorico di molti fenomeni fisici, statistici, ecc., con un valore approssi-
mato di e=2,718281828459... che viene chiamato dei logaritmi naturali o neperiani.

L’importanza dei logaritmi decimali & legato al fatto che, essendo il nostro sistema di rappresen-
tazione numerica di tipo decimale, sono piu facili la compilazione e I'uso di tavole numeriche.

Per il logaritmo in base 10 si usa la scrittura log senza indicare esplicitamente la base.
log(z) =logio(x)

L’importanza dei logaritmi naturali ¢ dovuto al fatto che in molte leggi naturali, fisiche, stati-
stiche, ecc., le grandezze in gioco sono tra loro legate da funzioni di tipo esponenziale a base e o
di tipo logaritmico a base e.

Per logaritmo naturale si intende invece il logaritmo in base e e lo si indica con In
In(z) =log(z)

Questi due logaritmi sono molto importanti nei calcoli con la calcolatrice.



Infatti mediante le pitt comuni calcolatrici tascabili di tipo scientifico si possono determinare
direttamente sia i logaritmi decimali, sia i logaritmi naturali. Per il loro calcolo si devono usare,
rispettivamente, i tasti: log e In

Proprieta dei logaritmi

Visto che i logaritmi possono essere scritti in forma esponenziale, e che per il calcolo con le
potenze ci sono delle regole che possono essere applicate, allo stesso modo si possono trovare
delle regole per il calcolo con i logaritmi:

logea™=n
log,(M - N) =log, M + log,N
loga% =log,M —log,N

loga(M™) =n-log, M

Proviamo a dimostrare la seconda proprieta:
log(M-N)=log,M +1log,N
A tale scopo poniamo

logosM =z e log,N =y

Per la definizione di logaritmo verranno alora anche le due uguaglianze

a*=Mea¥=N

Che moltiplicate membro a membro, danno:

a®-ay=M-N equindi a*tY=M N

1l che equivale a dire (per la definizione di logaritmo) che

logs(M-N)=z+y

e quindi, ricordando le posizioni fatte, che:

logo(M-N)=log,M +1log,N

Esercizio: prova a dimostrare le altre proprieta

Osservazione: dietro le proprieta dei logaritmi ci stanno le proprieta delle potenze

Q) 10Ga(4-8-2) = e e et ettt et et e e e
b) l091020 + 109105 B
10

C) L0375 = e
A) 10G5100 — L0G52 = eeeeeiiieeeitte ettt e ettt et ettt e et e bt e e et ee b e e etbeeeaneee e e
€) L0G3T2 = bbbttt

10G9(25 - 27T) = bttt ekttt et et ettt te st e e ese e
B)  2L0g34 = ettt ettt e et bt e et ee st e stteeeanbeeeeaene



Esercizio: scrivi le seguenti espressioni sottoforma di un unico logaritmo.

a) logs(3z)+logax b) logsx —logs(Ty)
c) %log;;w d) 2logaw+%loga(a:—2)—5loga(2:v+3)

e) QZogyx—s—3logy+%logz4y2 f) lny3+§ln(x3y6)—5lny

Soluzioni

a) logs3zz b) log4(7m—y) c) logsd/w
2.3/7 75

d) loga[ﬁ] e) logy* f) Inz

La seguente formula permette di trasformare i logaritmi in base a in logaritmi aventi base b.

logak =105,
Esempi
a) log;,?:%— ..............................................................................................
b) logs25= lloog;; bbb e bbb s
C) 10GrB21 = e e e
d) 10g2al0 =" e e e

Equazioni logaritmiche

Chiamiamo equazioni logaritmiche ogni equazione nella quale compare il logaritmo dell’incognita
o di espressioni contenenti I’incognita

Esempio 1

logs(4z —5) =logs(2z + 1)

Esempi 2
logs(5+2x)=3

Esercizio: Risolvi le seguenti equazioni:

1. logsx=1logs(8 —x) {4}
2. logs(x+4)=logs(l—1zx) {—%
3. logs(z —2)=logs(3z +7) {¢}
4. lOglol‘2:4 {100}
5. In3EtD =5 {3,55}
6. loga(2—a)=logs(z —4)

7. loge(z+1)+logexr =10gs(4+ )



Risoluzione di equazioni esponenziali, usando i logaritmi.

B) Se i due membri dell’equazione sono, o si possono mettere, sotto la forma di due potenze di
base diversa, per risolvere l’equazione sard necessaria ’applicazione dei logaritmi

Esempio 1: 3*=21

Esempio 2: 5%*+!1=67"2

Esercizio: determina la soluzione esatta, usando i logaritmi decimali, e una soluzione approssi-
mata a due cifre dopo al virgola, se questo € possibile.

1) geti=21"3 (_1 16}

)

2) 42+3=50-2 f_§6 34}
3) 222-3=52-2 {511}
4) 323z —42e+1 [0 13}
5) 277=8 {-3}
6) 27 %°=5 {

Approfondimento: il numero di Nepero e

Sebbene si chiami numero di Neper (John Neper, Scozia, 1550-1617), il dibattito sulla scoperta
di questo numero & ancora aperto. La lettera ”¢ & stata posta in memoria di Eulero (1707-1783),
matematico svizzero che calcolo il valore di e fino a 23 decimali.

Il numero e = 2,71828 viene utilizzato in parecchi casi come base per la funzione esponenziale.

Definizione: funzione esponenziale con base e

exp:R—>R,x—>y=e€"

10



La funzione esponenziale con base e permette di descrivere parecchi fenomeni attraverso modelli
matematici che contengono appunto la funzione esponenziale con base e.

Esempi

Crescita di una popolazione di batteri:

Il colera, una malattia che colpisce l‘intestino, & causato dal batterio del colera. La popolazione
di batteri cresce in modo esponenziale (per divisione delle cellule) approssimativamente come
descrive il modello:

N = N061’386t

dove N indica il numero di batteri presenti dopo ¢ ore, Ny il numero iniziale di batteri.
Se partiamo da un batterio, quanti batteri ci saranno tra a) 5 ore 7 b) 12 ore ?

Rappresenta graficamente lo sviluppo del colera secondo il modello visto sopra, nelle prime 5
ore.

Esercizi

Calcolate utilizzando la calcolatrice: e! =e = 3256

La popolazione di una citta nel 1970 era di 153800 abitanti. Ammettendo che quella popolazione
cresca in modo esponenziale secondo I'equazione N = Nye''t dove il fattore di crescita i & il 5%
all’anno, si preveda il numero di abitanti nel 2010.

Sotto certe condizioni la pressione atmosferica p (in mmHg) varia a dipendenza dell’altitudine h
(in metri) secondo la formula p=734-e~0:0000113-h " Qya] ¢ la pressione a 12000 m?

Altre situazioni vengono descritte attraverso modelli che contengono la funzione esponenziale.

QUI C’E LO SCHEMA GROSSO DA INSERIRE

Esercizi

Calcola il valore di n nella formula M =C(1+ )"

a) M =10000, C =2500,i=2,5% [56a1m22g]
b) M =10404, C =10000, i =2% [2a]

Calcola dopo quanto tempo, un capitale di 1000 CHF impiegato al tasso composto annuo del
5%, raddoppia. [14a2m15¢]

Risolvi le seguenti equazioni:

a) logr3t?=1 b) logs6®=2 c) log:(x+2)°=0
d) logs(4z?—1)=logs(2z +1) e) logox®—2=6 f) 5—10g3*""=5
g) log(x®—z+1)—log(3z2 —z—5)=0 h) 20+l.4z =82 —4

11



Serie esponenziali e logaritmi

Risolvi le seguenti equazioni esponenziali

77+l =49 [1] 277 =1 1-1] (0,1)% =1000 [ — 3]

()72 =5 3] (a*®)?=a® [0;6] G =G)* (-3

3 2 3]

37427 =0 [4] ) e =[(3)"172 [~ 12] V25177 = 5 [4]

Ve =a'=o 1] 62 =2162" " [2] 57T =25 [ 2;1]
z+2 z 15 z— —x
=162 16'73 =47 [~ 53] = [

/32® 4

G =1 i3 VISR =5 VA 2]

r—2 ro— & 20— 1 3 2%.15 o
3*-2.5 2:1[2] 2% . 52 3:2m73 [5] —23+1:40~3 4[3]
2z+2z—1+2$—2:7 [2] 3$+1+3m—2+3z—1+3z+2:336 [3]
32+\/5+31+\/5_3\/5:99 [4] 327 _ 3 _ G 1]
4* —6-2*48=0 [1; 2] 3~22z71729”:4[1]
32-@ _gl-= - 1 1 - 1 - 5
WZQ?HB B m+23 +1:m+23 +3 2]
6% —3*—3-274+3=0 [0;1] 9.3% =5e+1 [_1]

Risolvi graficamente ed iterativamente le seguenti equazioni esponenziali

27 —1=2z [0;2, 65986 5*=1—2%[0; — 0, 86743 3% —322=0 [—0.45073; 1; 3]

Calcola i seguenti logaritmi (senza la calcolatrice)

log464 =3 logs27=3 logG% =—2 log136 =—2 logs125=3
6

2
logp,10.01 =2 loglgﬁ =—2 loggﬁ =7 logg(%)E =— % logp 20,04 =2



_1
5

1 3/1 4
5 log2y/75=—3

Trova il numero conoscendo il logaritmo e la base

10%5(%)

log%z =-1 [g] loggz :% [@] logsr = — % k %]
log,z = — % K %] log z7= % [¥/27] logp 52 =2 [i]

logp o172 = — 3 [109] log 7z :% [W] logs/ oz =—6 [%]

Determina la base dei seguenti logaritmi

1 1 81 3
[§] 10gm§ =-3[2] logz 1 6 =4 [5]

log.3/ 2 =2 [2) log,}/T =2 [3]

Calcola le espressioni usando le proprieta dei logaritmi

lOgQ(% . %) = % 10g381\0/\/§ﬁ = %

log,9=—2

log,'V/27 = - 0,3 [5]

loga(V/4-4%) =2

logs\/3v3 =3 loga(4} /=) = 3

logs /273 v +logs( 125\/ 5 12

logs/18%/27-27/6 + logs “? +loga (84 /1)=&
2 2

13/*
10

Trasforma applicando i teoremi sui logaritmi

log(abc) =loga+logh—+loge log(3mn?) =

log[v/3a(z + y)] = log

avavh _ 72 _
——— logy/(a —b)Va*—b* =

24 [ 2y . TN 3 4 ab2c¥/ab .
log(x ﬁf\/g)— [2logz + ¢ log y] log\/ T

Cambia la base e semplifica

log,8 = % 10%%% = % log /5(25v/5) =5
3/3 3
S

logs¥/3 = % logo, 3@ =-2

log(z+y)*=

a\/by/c = [ loga—l—

3 1125
logmg =73 [_]

252 _ 29
logy=7==%

loga(ay/av/a)=

NN

log?’ 2a =

1 a3+b7
ava

? log b +35 log q]

log /55/0.04 =5

g 3(° /) =



Dimostra che le seguenti eguaglianze sono vere ricordando che log,b = L

logpa
. 1 3 logab

loggb - logyc = log,c logs5 + Tlog3 — Togd logavb= Trosd
Risolvi le seguenti equazioni esponenziali risolvibili con i logaritmi
3*=5 [13§2§1,465] 3%. 2172 =18 [~ 5,419] 2+l =5l [~(,398]
gut1l, gr—1 ~ 19l VatEsE 10 71 2 e

1 7271 71 o1 2°FNBT
Tt = o = —0,356] V3rTh 4720t —m[:—8,638]
1—2%+1 34+6-2% 11 ~ x x x _ LAY

2 L [20,58)] 12° —3.47 —5.32+15=0 [1;~1,161]
27.15 o z, 4 z [~ —q¢_ 36—3"F1 ~
s =40-3774 [3] 120 4 2 =437 [ — 0.369] po3l-r=20"0 42 [1;21,631]
Risolvi le seguenti equazioni logaritmiche
logsx = % /5] logore = — % [%] logs(3z —4) =2 [;] loga(z?+ 3z +4) =2 [0; — 3]
logs(vz —2 —1) =0 [6] log, (22 —1)=2 [¢] dlogsz =3 [§] logs (22 + 4z —5) =2 [2]
logs(x +6) + logyx =2 [2] logs(z% —4) —logs(z +2) =2 [27] 2loger =2+ loga(x — 1) [2]
loga(3z + 1) — loga(x + 2) + 2 =loga(9z — 4) — logaz [2; %]
log(4z — 1) —log(3z — 1) =log(1 + z) — log(1 — z) [3] slog(a® — 8z +5) =log(x — 1) [3]
log(2z +11) — log(z +4) —log2 =log(1 — 3z) —log(1 —x) [— 3; — i]
log(1—va+2)= %log(?)x +7) [—2] %loga(16 —x)=logy(x —4) [a>0ea+#1;7]
loga(z 4 2) + logax =3 [2] logz(z +1) +log(y41)3 = % [26:3/3 — 1]
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